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非厄米系统对称性与拓扑分类研究进展
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摘要：近年来，非厄米系统的研究突破了传统量子力学中厄米算符的框架，揭示了复数本征值与

非厄米对称性所蕴含的新的物理规律。相较于厄米体系，非厄米系统通过复本征值的实–虚二元结
构实现了对动力学演化的统一描述，并涌现出临界点、非正交本征态等新概念和非厄米趋肤效应

等独特现象。这些特性源于其哈密顿量的非厄米性，如伪厄米性对实数谱的约束、Jordan 块结构
的代数–几何重数分离，以及广义布里渊区理论对体边关联的重构。Hatano-Nelson 模型和非厄米
Su-Schrieffer-Heeger模型展示了非互易跃迁与复能谱的拓扑响应，为理解非厄米趋肤效应和能带
奇异性提供了范例。在对称性与拓扑分类方面，非厄米系统扩展了传统 Altland-Zirnbauer 十重
分类，形成 Bernard-LeClair 38 类对称框架，涵盖伪厄米性、手性对称性及复共轭/转置操作的
组合效应。拓扑分类通过 K 理论和同伦理论双轨推进，前者将非厄米系统映射至厄米框架，后者
则解析能带复流形的连续形变特性。未来研究需攻克高维系统普适理论、晶体对称性对分类的影

响及实验平台实现等挑战，推动非厄米拓扑理论在开放量子系统、非平衡态物理和新型器件设计

中的应用。
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I. 引言

在量子力学的传统框架中，我们通常假设作用在波

函数上的算符具有厄米性，这意味着这些算符的本征值

是实数，能够代表可能的物理测量结果。然而，随着时

间的推移，人们开始关注那些服从 PT 对称性 (parity-
time symmetry) 的非厄米算符，因为这些算符在某些
条件下可能具有实数本征值 [1-2]，但通过严格数学证明

表明 PT 对称性并不要求本征值必须是实数，当系统的
本征态 PT 对称性破缺时，实数本征值会分裂成一对共
轭的复数 [3]。PT 对称性在光学领域的引入 [4]和实验验

证 [5]，特别是其中增益和损耗的完美平衡特性 [6-7]，进

一步推动了对非厄米算符的研究兴趣。

早期的研究多聚焦于具有实数本征值的非厄米算

符，但非厄米系统的核心特征在于允许复数本征值的存

在，尽管传统理论曾认为复数本征值仅反映系统的不稳
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定性 [8]，如机械系统中的摩擦 [9]、电路系统中的电阻损

耗 [10]，未充分关注深层次的物理意义。但近年研究表

明 [11-12]复数本征值蕴含更丰富的物理内涵，非厄米算

符为许多非保守系统提供了有效的物理描述。在有限生

命粒子系统中，通过复数能量本征值 E = ε− iγ (γ > 0)
可以直观表征其动力学特性，实部 ε对应粒子的准静态

能量，类似于经典系统中的能级，决定量子态的震荡频

率，而 τ = 1/γ 用于量化粒子的剩余寿命，表示粒子

正以指数率 e−γt 衰减 [13]。在波动系统中，复传播常

数 κ = α + iβ 的实部 α 对应相位累积速率，虚部 β

则直接衡量能量吸收率和放大率 [14]，在典型的非厄米

声学 [15]和光学 [16-18]系统中，β 可以分别调控为以损耗

(β < 0) 和增益 (β > 0) 的动力学行为。在共振系统中，
复数本征频率 ω = ωr − iΓ/2 的实部 ωr 表征共振峰的

中心频率，而虚部 Γ/2 决定共振线宽，倒数 1/Γ 对应

能量在谐振腔内的平均存储时间，通过非厄米理论可直

接关联共振频率响应与能量耗散/增益过程，避免了传
统厄米体系需额外引入唯象阻尼项的局限性 [19-20]。这

些案例表明，非厄米算符通过复本征值的实–虚二元结
构，实现了对系统本征特性与动态演化的统一描述。

此外，非厄米系统展现出区别于厄米体系的独特数

学特征，如本征态的非正交性 [12]，复能谱的临界点 [21]，

以及由此发展出的非厄米能带理论 [22-23]和广义布里渊

区等新的数学工具。这些数学性质导致了许多独特的现

象，而没有厄米系统的理论和实验上的对应物。如非厄

米趋肤效应 [24] (non-Hermitian skin effect, NHSE) 以
及对边界条件的高度敏感性。这些现象的出现推动了对

非厄米系统深层次理解的探索，并促进了新的理论框架

和实验技术的发展。

在凝聚态物理领域，对拓扑相的研究一直是一个核

心问题。在传统厄米体系中，研究者们主要关注于 Chern
绝缘体 [25]、拓扑绝缘体 [26-27] 等拓扑相的研究。而在非

厄米体系中，拓扑相的分类问题变得更为复杂，用恰当

的拓扑不变量表征不同的拓扑相是其中的重点。非厄米

体系中拓扑相的研究是凝聚态物理研究的前沿领域。在

处理非厄米系统拓扑相分类问题中，传统基于 K 理论
的分类框架已被广泛应用，这种方法可以非常便利的引

入非厄米系统，而基于同伦理论 [28-30]发展的分类方法

也引起了学者们的关注。

非厄米系统的这些独特数学特征 从本征态的

非正交性、能谱临界点的代数–几何重数分离，到广义
布里渊区理论重构的体边对应关系 不仅揭示了与

厄米体系截然不同的物理图景，更催生了全新的理论框

架。尤为突出的是，非厄米趋肤效应的发现彻底颠覆了

传统体边对应原理，其本征态的指数局域化特性与边界

条件的极端敏感性，成为理解非厄米拓扑物态的关键突

破口。然而，当前研究仍面临对称性分类体系碎片化、

高维拓扑响应机制模糊等核心挑战。本文聚焦非厄米系

统对称性与拓扑分类的理论进展，系统梳理复数本征值

的物理内涵、伪厄米性约束机制及临界点拓扑表征，剖

析 Hatano-Nelson (HN) 和非厄米 Su-Schrieffer-Heeger
(SSH) 模型的范式意义，并深入探讨 Bernard-LeClair
分类框架与 K 理论/同伦理论双轨并行的拓扑分类范
式，旨在为非厄米拓扑物态的普适理论构建提供结构化

视角。

II. 非厄米系统的基础理论与模型

非厄米系统的独特性质源于其哈密顿量的非厄米

性，这导致了一系列超越传统厄米量子力学框架的新颖

现象。本节系统阐述非厄米物理的核心理论工具 [12]与

典型模型，重点关注对称性约束下的拓扑分类机制与非

厄米趋肤效应的深层联系。

A. 本征态双正交化理论

对于一般非厄米哈密顿量 H，我们需要考虑一对

左本征态和右本征态 |ψR/L
n ⟩，它们分别满足以下本征方

程：

H|ψR
n ⟩ = En|ψR

n ⟩, H†|ψR
n ⟩ = E∗

n|ψL
n⟩. (1)

其中，En 和 E∗
n 是对应的本征值，n是用于区分本征值

的指标，H† 是 H 的厄米共轭。对于一般的非厄米哈密

顿量，除非存在特殊对称性，其本征值通常为复数。进

一步假设左本征态和右本征态分别是线性独立的，此时

可以对其进行双正交化 (bi-orthogonalized) [31]处理：

|ψ̃R
n ⟩ =

|ψR
n ⟩√

⟨ψL
n |ψR

n ⟩
, |ψ̃L

n⟩ =
|ψL

n⟩√
⟨ψL

n |ψR
n ⟩
. (2)

经过验证，双正交化后的本征态满足以下正交性质：

⟨ψ̃L
n |ψ̃R

n ⟩ = δnm,
∑
n

|ψ̃R
n ⟩⟨ψ̃R

n | = 1. (3)

为简化后续表述，本文假定所有左本征态和右本征态均

已双正交化，省略波浪号标记。

非厄米系统的左右本征态和双正交化特征，展现出

与传统厄米系统截然不同的物理内涵。这种双正交性

基础会引发一系列反直觉现象，如光功率的周期性振

荡 [32]、关联函数的传播速度可能突破传统因果律的限

制 [33]、甚至在人工神经网络设计中，双正交基底的选
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择可显著增强循环神经网络的动力学表达能力 [34]。这

些现象本质上源于非厄米系统中量子态概率守恒律的

破缺，以及左右本征态间的非互易耦合特性。值得注意

的是，当系统参数接近临界点时，双正交性将展现出更

为深刻的物理意义，这将在后续章节进行讨论。

B. 伪厄米性的实谱约束机制

对于具有实数本征值的哈密顿量 H，并非一定

是厄米的，此类系统可通过引入伪厄米性概念进行刻

画 [3,35-36]。即存在一个可逆算符 η，使得 H 满足广义

厄米条件：

η−1H†η = H, (4)

此时对应的左、右本征态可以通过 η 相互转换，若

H|ψR⟩ = E|ψR⟩，则左本征态 ⟨ψL| 满足 ⟨ψL| = ⟨ψR|η。
进一步的，通过 η 可以定义伪内积：

⟨ψ|ϕ⟩η = ⟨ψ|η|ϕ⟩, (5)

因此 η 常常称为伪度量算符。值得注意的是，满足条件

的 η 算符并不是唯一的，η′ = ηH 亦满足式 (4) 的条
件。当 η 正定时，系统可通过相似变换约化为传统厄米

形式。具体而言，对 η 奇异值分解 (附录 A) η = S†S，

可以构造一个等效的厄米哈密顿量 H̃ = SHS−1，因此，

伪厄米性理论的核心研究对象为不定度规情形 (即 η 非

正定)，此类系统无法通过相似变换映射至厄米哈密顿
量，但仍可能保持实数谱性质 [12]。这一特性为开放量

子系统、PT 对称量子力学等非厄米体系提供了理论框
架。

C. 非厄米简并的拓扑表征

1. 非厄米系统的代数结构

在量子力学中，研究哈密顿量谱的核心问题之一是

分析其本征值的分布特性。当将哈密顿量表述为 N×N
的复矩阵时，根据代数学基本定理，其本征多项式可以

写作 P (E) = Πm
j=1(E − Ej)

m(j)
a ，其中 Ej 是互不相等

的本征值，m
(j)
a 是本征值 Ej 的代数重数对任意的本征

值 Ej，它的几何重数 m
(j)
g 定义为线性无关的右本征态

的数量，满足 (H − EjI)|ψR
jα⟩ = 0，α = 1, ...,m

(j)
g 。

厄米的哈密顿量有许多特殊性质：所有的本征值都

是实数；对任意的本征值，几何重数始终等于代数重数；

本征态具有正交完备性 ⟨ψL
jα|ψR

kβ⟩ = δjkδαβ，因此可以

完全对角化。非厄米哈密顿量则打破上述性质。特别地，

几何重数可能严格小于代数重数 (m
(j)
g < m

(j)
a )，这意

味着 H 无法对角化，需要借助 Jordan 块来表征其结
构，也就是块对角化，通过相似变换可将任意非厄米哈

密顿量转化为 Jordan 块的直和形式：

H = V

 J⊕
j=1

m(j)
g⊕

α=1

Jnjα(Ej)

V −1, (6)

其中 Jn(Ej) 是本征值为 Ej 的 n 阶 Jordan 块：

Jn(Ej) =



Ej 1 0 · · · 0 0

0 Ej 1 · · · 0 0

0 0 Ej · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · Ej 1

0 0 0 · · · 0 Ej


n×n

,

这里 Ej 对应的 Jordan 块的个数 m
(j)
g 即是几何重数，

代数重数为 Jordan 块阶数之和 m
(j)
a =

∑m(j)
g

α=1 njα 。块

对角化揭示非厄米系统的核心特征，当 m
(j)
g < m

(j)
a 时，

系统出现非对角简并，此时至少有一个 Jordan 块的阶
数满足 njα ≥ 2，这种结构将主导哈密顿量参数空间中

临界点的拓扑性质。

2. 动量空间中的简并点分类

理解块对角化、几何重数和代数重数的概念之后，

我们将在动量空间 k ∈ BZ (Brillouin zone) 考虑哈密
顿量族 H(k)的能带结构。首先给出两种简并点的类型：

存在邻域 U(k0)，对于所有 k ∈ U(k0)\k0，哈密顿量族
H(k) 可对角化，且 m

(j)
g (k0) = m

(j)
a (k0) ≥ 2，此时，k0

被称为常规简并点 (diabolic points, DP)。此类点对应
本征值的简并，但无伴随的代数奇异性 (如分支点)，且
H(k0) 仍可对角化。在厄米系统中，此类简并点普遍存

在 (如石墨烯的狄拉克点)。
若 H(k0) 含有阶数 n ≥ 2 的 Jordan 块 (即

m
(j)
g (k0) < m

(j)
a (k0))，则 k0 被称为临界点。此时，

H(k0) 的本征值和对应的本征态在 k0 处发生合并，即

对应的右本征态 |ψR
n ⟩ 和 |ψR

m⟩ 存在复数 c1、c2 使得

c1|ψR
n ⟩+ c2|ψR

m⟩ = 0，此外其能谱在邻域内呈现代数奇

异性，如 (k − k0)
1/n 型的分支行为。

例如，非厄米二能级模型 H(k) =

[
0 1

k 0

]
在 k = 0

处出现二阶临界点，其本征值为 E(k) = ±k1/2，即能
谱的平方根奇异性，其本征态为 |ψR

±⟩ ∝ (1,±
√
k)T 在

k = 0 处合并，明确展示非厄米系统的特性。临界点是
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非厄米系统的标志性特征，其拓扑性质可由环绕该点的

绕数表征 (winding number) [37]。

当这些简并点扩展为参数空间中的连续曲线或闭

合环时，系统将出现临界链 (exceptional chain) 或临界
环 (exceptional ring) 结构 [11]。此类高维临界流形的存

在显著增强了非厄米系统的拓扑分类复杂性，其稳定性

由对称性及 Jordan块维度共同决定。值得注意的是，这
些高维临界流形与临界点处的本征态融合现象、非厄米

趋肤效应之间存在着深刻的相互作用，而它们在拓扑相

变过程中的协同演化机制尚未完全阐明，这构成了当前

研究的核心挑战 [38]。

D. 非厄米系统经典模型

非厄米系统有许多经典的模型，其中HN模型 [39]和

非厄米 SSH 模型 [40-41]尤为典型。

1. HN 模型

HN 模型描述了在一维链上具有非互易跃迁的非厄
米系统，其哈密顿量可以表示为：

H =
∑
n

(tRc
†
n+1cn + tLc

†
ncn+1). (7)

tR ̸= tL，表示向右与向左的不对称跃迁。这个哈密顿量

写成矩阵形式可以很方便地区分周期性边界条件 (peri-
odic boundary condition, PBC) 和开放边界条件 (open
boundary condition, OBC)：

H =


0 tL 0 · · ·
tR 0 tL · · ·
0 tR 0 · · ·
...

...
... . . .

 .

不妨假设 HN 模型的哈密顿量的矩阵形式是 N 阶

的，则周期性边界条件要求 H1,N = tR，HN,1tL；而开

放边界条件要求 H1,N = 0，HN,1 = 0。在周期性边界条

件下，利用布洛赫定理 (Bloch’s theorem) 和傅里叶变
换 (Fourier transform)，假设波函数为：ψn = eikn，则

哈密顿量作用在波函数上得到能量色散关系：

E(k) = tReik + tLe−ik, (8)

这个复能谱在复平面上是一个椭圆，见图 1(c)。
在开放边界条件下，通过引入广义的波函数 (附录

B)，系统的有效动量需要扩展至复平面，得到当 tR > 0、

图 1. (a) HN 模型的示意图，展示了非对称的跃迁强度。(b)
非厄米 SSH 模型，包含两个子格点 A 和 B，子格点内部具
有非对称跃迁强度 ν ± γ/2，而子格点之间的跃迁强度为 w。
(c) HN模型在 PBC和 OBC下的复平面能谱分布 (tR = 0.7，
tL = 1.3)，PBC 能谱显示为椭圆形封闭曲线，而 PBC 能谱
显示为实轴上的离散点。(d) HN 模型在 PBC 和 OBC 下的
复平面能谱分布 (ν = 2，w = 1，γ = 0.5)，PBC 能谱显示
为两个鸡蛋形曲线，而 PBC 能谱显示为曲线中的离散点。

tL > 0 时，能谱退化为实轴上离散的线段：

E(θ) = 2
√
tRtL cos θ (0 ≤ θ < 2π). (9)

当 tL 为负值时，需要考虑相应的相位因子，但总体形式

类似。因此，能量谱在广义布里渊区 (generalized Bril-
louin zone, GBZ) 上是关于 θ 的函数，在连续极限条件

下可以视为连续值。对比式 (7)，体态 (具有周期性边界
条件) 的 HN 模型的能谱落在复平面的椭圆上，而边界
态 (具有开放边界条件) 的 HN 模型的能谱是实数轴上
的一条线段上。

2. 非厄米 SSH 模型

SSH模型最初定义为一维紧束缚模型，用于描述聚
乙炔等一维二聚化链的电子结构。其晶体结构为每个原

胞包含两个原子位点 (A 和 B)，形成交替的跃迁强度。
最初 SSH 模型是厄米的，其哈密顿量为：

H =

N∑
n=1

[
νc†n,Acn,B + wc†n,Bcn+1,A + h.c.

]
, (10)

其中 ν 是原胞内 A 到 B 的跃迁强度，w 是原胞间 B
到下一个原胞 A的跃迁强度，h.c.表示厄米共轭项。非
厄米性通过破坏哈密顿量的厄米性引入，常见方法包括：

非互易跃迁 [41]、复跃迁参数以及虚数势能。以非互易跃

迁参数为例 (图 1(b))，非厄米 SSH 模型的哈密顿量表
示为：

H =
∑
n

[(
ν +

γ

2

)
c†n,Acn,B +

(
ν − γ

2

)
c†n,Bcn,A

+wc†n,Bcn+1,A + h.c.
]
, (11)
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通过傅里叶变换转化为 Bloch 哈密顿量：

H(k) = dx(k)σx +
(
dy(k) + iγ

2

)
σy, (12)

其中 dx(k) = ν+w cos k，dy(k) = w sin k。根据该哈密
顿量容易得到

E(k) = ±
√
d2x(k) +

(
dy(k) + iγ

2

)2
. (13)

此复能谱在 PBC 下形成闭合环状结构，而在 OBC
下则退化为弧状分支，展现出典型的非厄米趋肤效应

(图 1(d))。

3. HN 模型与伪厄米性

根据 II.B 节的讨论，如果非厄米的哈密顿量具有
伪厄米性，且伪度量算符 η 正定，则该哈密顿量可以具

有实数的本征值。基于对称性分析，HN 模型在开放边
界条件与周期性边界条件下的谱特性差异可归因于其

伪厄米性的显式破缺。

对于 OBC 条件下的 HN 模型，其伪厄米性可通
过构造特定伪度量算符 η = S†S 实现，其中 S =

diag(1, β, β2, · · · , βN−1 )，而 β =
√
tL/tR。此算符的物

理意义在于引入非均匀规范变换：对第 n个格点波函数

施加权重因子 βn，将原非厄米系统映射为等效的厄米

系统，S 的指数衰减权重有效补偿了非互易跃迁强度。

伪度量算符 η 的正定性由 S 对角元全为正且非简

并所保证。当 η 正定时，哈密顿量 H 的全体本征值必为

实数。此结论与 OBC 下 HN 模型的数值结果一致 (参
见式 (9))。通过规范变换后的哈密顿量 H̃ = SHS−1，

严格满足厄米性条件。该映射揭示了一个重要机制：非

厄米系统的奇异体边响应可被特定的伪厄米结构所“隐

藏”，表现为等效厄米系统的常规量子行为。

本发现为构建非厄米拓扑相的统一分类框架提供

了新思路。在正定伪度量算符下，系统的拓扑不变量可

直接从等效厄米哈密顿量 H̃ 导出，其陈数等拓扑指标与

原始非厄米系统具有对应关系。特别地，边界态的出现

可由伪厄米变换下拓扑平凡–非平凡相的突变解释，这
为理解 NHSE 的拓扑起源提供了理论依据。

III. 对称性框架的拓扑分类体系

一个世纪前，Landau 提出的 Landau-Ginzburg 范
式，认为不同的相和不同的对称性有关，对称性的变化导

致了相变的发生 [42]，这是对拓扑相的最初理解。然而，量

子霍尔效应 [26]的发现对这一理论框架提出了挑战。这

一突破性的实验结果揭示了一个新的相变范畴，其中相

变可以在完全保持系统对称性不变的情况下发生，这种

相变与系统的拓扑不变量紧密相关。

A. 厄米系统：AZ 十重分类

1997 年 Altland 和 Zirnbauer (AZ) 首先在随机矩
阵理论 [43]的背景下基于三种非空间对称性提出了十种

对称类 [44-45]。在这十种对称类的约束下，每个空间维

度有五种对称类具有非平凡的拓扑相，三个对称类以整

数 (Z) 拓扑不变量表征，两个对称类以二元 (Z2) 拓扑
不变量表征 [46-48]，这种分类与对称类和空间维度呈现

出周期性。这些分类使用了几种不同的分类方法：包括

无间隙边界态对扰动的稳定性分析 [46]、Dirac哈密顿量
表示的降维 [47]、K 理论和 Clifford 代数 [48]。其中，K
理论与 Clifford代数的协同框架因具有普适性和数学严
格性，现已成为该领域的主流研究范式。

根据操作特性，对称性可分为空间对称性和非空间

对称性。空间对称性是由点群/空间群描述的晶体对称
操作 (如旋转 Cn、镜面M)，详见文献 [49-50]。厄米系统

的非空间对称性受时间反演对称性 (time reversal sym-
metry, TRS)：TH(k)T−1 = H(−k)，TT ∗ = ±I；粒子空
穴对称性 (particle hole symmetry, PHS)：CH(k)C−1 =

−H(−k)，CC∗ = ±I 和手性对称性 (chiral symmetry,
CS)：SH(k)S−1 = −H(k) 支配。

厄米系统的非空间对称性对于哈密顿量的限制总

是可以写成下面形式：

H = ϵUχ(H)U†, (14)

其中 ϵ = ±1，U 是幺正算符，χ(H) 恒等变换 (P ) 或
者复共轭变换 (K)。当 U = k 时，UU∗ = ηKI，其中

ηK = ±1。转置变换和复共轭变换是等价的，在式 (6)
两端同时进行转置共轭变换，就可以从其中一种形式转

化为另外一种形式。当 χ(H) 是复共轭变换，且 ϵ = 1

时，就是 TRS；而当 χ(H) 是复共轭变换，且 ϵ = −1

时，就是 PHS。考虑 TRS和 PHS的组合，总共十种情
况，由此得出了 Altland-Zirnbauer (AZ) 十重分类 [48]，

具体分类结果参见表 I。
近年来，该分类体系被进一步推广，Teo等在原有动

量空间维度的基础上引入了位置空间维度，讨论了拓扑

缺陷对 Bott-Kitaev 周期表的影响 [51]。Chiu 等和 Mo-
rimoto等引入了额外的反幺正对称性 (如反射)，发现新
对称性的加入改变了对称类，并导致 Bott 周期表发生
平移 [52-53]。这些发展为拓扑物态的分类提供了更普适
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表 I. Bott-Kitaev 周期表。d 是空间维度，最左边一列 (A, AIII, ..., CI) 表示哈密顿量的十个对称类，其特征是存在或不存在
时间反转 (T)、粒子空穴 (C) 和手性 (S) 不同类型的对称性由 ± 表示。条目 Z、Z2、2Z 和 0 表示存在或不存在非平凡的拓扑
相，并且当它们存在，这些态的类型。

d

类 T C S 0 1 2 3 4 5 6 7
A 0 0 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

AIII 0 0 1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
AI + 0 0 Z 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2

BDI + + 1 Z2 Z 0 0 0 2Z 0 Z2

D 0 + 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z 0
DIII − + 1 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 2Z
AII − 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0
CII − − 1 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0 0
C 0 − 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z 0
CI + − 1 0 0 0 2Z 0 Z2 Z2 Z

的理论框架 [54]。

B. 非厄米扩展：Bernard-LeClair 38 类

Bernard 与 LeClair 于 2002 年通过引入广义对称
性算符，首次将 Altland-Zirnbauer (AZ) 的随机矩阵理
论框架拓展至非厄米系统 [55]。与厄米情形不同，非厄

米哈密顿量因不满足厄米性条件 H = H†，其对称分类

问题呈现出更高的复杂性。式 (14) 中的对称约束算符
χ(H) 可扩展为恒等变换 (P )，转置变换 (C)，复共轭
变换 (K)，和厄米共轭变换 (Q) 中的一种。值得注意
的是，这些变换对应的幺正算符 U 需满足严格代数关

系，对于恒等变换和转置共轭，只需要连续两次利用式

(14)，可得 [U2,H] = 0，这意味着我们总是可以选择恰

当的相位因子，使得 U2 = I。而对于转置变换和复共

轭变换，则需要满足 UU∗ = I。基于 Bloch 哈密顿量
的对称性约束可表述为：

P : H(k) = −PH(k)P †, P 2 = I;

Q : H(k) = ϵQQH
†(k)Q†, Q2 = I;

C : H(k) = ϵCPH
T(−k)C†, CC∗ = ηCI;

K : H(k) = ϵKKH
∗(−k)k†, kk∗ = ηKI.

(15)

C 和 K 对称性中波数 k 取负号源于转置/共轭操作与
空间反演/时间反演的关联性。此类算符的组合关系导
致对称类数目增至 38种 [56]，远超厄米体系的 AZ十重
分类，称为 Bernard-LeClair (BL) 分类。

早期研究尝试直接移植厄米分类框架至非厄米系

统。Gong 等 [57]通过约束标准 AZ 类至非厄米情形，将
对称类数量从 10 种缩减至 7 种，但该方法因忽略 BL
分类中算符组合的多样性而具有局限性。这一矛盾的根

源在于：非厄米系统中 CS 与亚晶格对称性 (sublattice
symmetry, SLS) 的等效性被破坏 [58]，当系统存在非互

易跃迁时，P 对称性仅约束格点间耦合，而 CS 要求全
局 H → −H 变换，二者不再兼容。除此之外，非厄米
系统需同时考虑复共轭型与转置型对称性，此时式 (15)
中的 C 对称性可以进一步细化为 PHS，TRS†，K 对

称性可以进一步细化为 TRS，PHS†。对于 Q 对称性，

当 ϵQ = 1 时，正是 II.B 节提到的伪厄米性，该对称性
在非厄米系统中具有特殊地位。而对于 ϵQ = −1，才是

非厄米系统中的手性对称性。

近期研究通过引入广义 Clifford 代数，将 BL 对称
类与能隙条件统一于 K 理论框架，并基于点间隙或线
间隙提出非厄米系统的周期表，包括有能隙 [59-60]和无

能隙的情况 [61-62]。这一分类源于复能谱的几何特性。

在复平面上，点隙相要求存在复平面的参考点 E0 ∈
C，使得所有的复能谱 E(k) 满足 |E(k)− E0| > 0。而

线隙相则要求复能谱 E(k) 与特定的参考线 (如实轴或
虚轴) 无交点。

在厄米系统中，有能隙的厄米哈密顿量总是可以通

过某种连续变换得到本征值都为 ±1 的哈密顿量，这个

过程称为展平。关于厄米系统中展平的研究已经非常成

熟 [48]，厄米和非厄米系统中能谱的展平过程可以参考

图 2。而对于非厄米的点隙相，首先是通过幺正展平将
哈密顿量转化为幺正哈密顿量。但此时的哈密顿量并不

是厄米的，因此再将非厄米哈密顿量转化为厄米哈密顿

量，形式如下：

H̃(k) =

[
0 H(k)

H†(k) 0

]
, (16)

这个哈密顿量的厄米性很容易验证，并且经过转换的哈
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图 2. 厄米和非厄米系统中能谱的展平过程。(a) 有能隙的厄米哈密顿量的展平。一个厄米哈密顿量可以展平为另一个具有
H2 = I 性质的厄米哈密顿量，而无需闭合能隙。(b) 具有点间隙的非厄米哈密顿量的幺正展平。非厄米哈密顿量可以展平
为具有 H†H = I 性质的幺正哈密顿量，而无需闭合点能隙。(c) 具有线间隙的非厄米哈密顿量的厄米展平。在存在实数 (虚数)
间隙的情况下，非厄米哈密顿量可以展平为厄米 (反厄米) 哈密顿量，其 H2 = I (H2 = −I) 。图片取自 [59]。

密顿量满足 detH̃(k) ̸= 0。这意味着这个新的厄米哈密

顿量也是有能隙的。通过这种变换得到的哈密顿量就可

以在传统的 K 理论框架下推导出相应的拓扑相 [59]。

与点隙相的转化为厄米哈密顿量的方法相反，线隙

相的情况发生了变化。线隙相允许我们将非厄米系统与

厄米系统进行类比，并将一些厄米系统中常见的拓扑不

变量 (如 Chern数)推广到非厄米系统中。线隙相的系统
可以被认为在某种意义上“接近”于厄米系统，因为它们

的谱 (通过某种变换) 在复平面上表现为实数轴的一侧。
事实上，非厄米哈密顿量可以在存在实间隙的情况下连

续变形为厄米矩阵，在存在虚能隙的情况下可以展平为

反厄米矩阵 (H = −H†)，这使得非厄米哈密顿量的分类
问题也简化为厄米哈密顿量的分类问题。我们需要强调

在虚能隙的情况下，通过变换H → iH，反厄米哈密顿量
的拓扑性质和实隙下的非厄米哈密顿量是一样的 [63]。

尽管 BL 分类提供了理论框架，38 种对称类中仍
有部分缺乏明确的物理实现，其拓扑响应机制尚待探

索。而对于分类问题的进一步研究，可以考虑晶体对

称性 (如螺旋/镜面对称性) 能否对 BL 类进行子类划
分，从而简化分类体系。近期研究在点隙体系下取得突

破 Wang [64]针对非厄米 AZ 与 AZ† 类 (共 16 类)
，系统分类了二阶空间对称性 (如镜面对称、二重旋转)
对拓扑数的修正效应。研究表明，晶体对称性可诱导分

类维度平移 (如 Z → Z2) 或生成非厄米独有拓扑相 (如
Z4 分类的螺旋趋肤模)。该问题的全面解决需结合空间
群理论与非厄米拓扑的耦合效应，是未来理论研究的重

要方向。

C. 对称性保护的拓扑相：定义与判据

在凝聚态物理的拓扑分类框架中，对称性约束与拓

扑相的等价性判据构成理论体系的基石。本节基于代数

拓扑的方法，系统阐述其数学定义与物理内涵。

对于给定的空间维度为 d 的量子系统，对称类

(summetry class) 定义为满足特定对称性组合的哈密顿
量：

Hsys =
{
H(k)|OiH(k)O−1

i = fi (H(k))
}
, (17)

其中 Oi 为对称操作算符，fi 为对应的函数约束，如

±H(k)或±H∗(k) [44,55]。两个哈密顿量H0(k)和H1(k)

被称为拓扑等价，当且仅当存在连续映射：

Hλ(k) ∈ Hsys (λ ∈ [0, 1]), (18)

使得

Hλ=0(k) = H0(k), Hλ=1(k) = H1(k). (19)

此等价性判据由 K 理论与同伦论严格定义。
实际物理系统中，拓扑相的稳健性要求演化路径

Hλ(k) 不闭合能隙，在厄米系统中表现为需要保持实能

隙，即导带和价带在演化过程中没有交叠 [26]。而非厄米

系统则表现为需维持点隙和线隙不变。若演化中发生能

隙闭合 (如通过临界点)，则系统经历拓扑相变，导致初
始与末态哈密顿量分属不同拓扑相。
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D. 弱拓扑和同伦理论

传统 K 理论分类基于向量丛的稳定等价类，其核
心限制在于仅能描述全局拓扑性质 (如：陈数 Cn ∈ Z)，
且许多相关能带结构无法通过参考点或参考线来检测。

而 Kennedy 的同伦论方法通过分析能带映射 H(k) :

T d → M 的连续形变特性，构造了更精细的拓扑分类

框架 [65-66]。

设分类空间M 是满足对称性约束的矩阵流形，系

统的拓扑分类由同伦群 πn(M)表征，对于 d维的 Bril-
louin 区，拓扑不变量是

ν ∈ πd(M)⊗ πd−1(M)⊗ · · · ⊗ π0(M). (20)

当 πd(M) = Zm 时，系统呈现出 Zm 型弱拓扑相。当考

虑稳定极限 N → ∞(N 是能带数)，πd(M) 退化为 K

群 K−d(T d) [65]。通过这种同伦论的方法也可以很自然

推导出类似的 Bott 周期表 [67]。

基于同伦理论的方法可以很自然的引入非厄米系

统，用于区分可分离能带之间的拓扑行为，并得到了

本征能谱的编织结构。非厄米系统跟厄米系统的差别

仅仅在于分类空间的不同，非厄米系统的分类空间为

MNH = GL(N,C)/U(N)。进一步消除冗余自由度，把

分类空间限制为具有非简并谱的 N × N 的矩阵 [28-29]，

此时

MN
∼=

ConfN (C)× FN

SN
, (21)

ConfN (C) 是复平面的 N 维有序数组，FN
∼=

GL(N)/C∗N 是用于描述线性独立的归一化本征矢空

间，也称为旗流形 (flag manifold)，SN 是置换群，用于

消除能带置换带来的冗余自由度。考虑 d = 1 的一维能

带结构，π1(MN ) = BN，对应复平面上 N 个能级的编

织结构。当能带无交换的缠绕时，用 BN 群中的单位元

描述；当能带发生交换时，对应 BN 的非平凡元素，导

致拓扑保护的纠缠态，图 3 所示是 N = 2 时的能带编

织结构。对于 d ≥ 2 的拓扑结构则更加复杂，是值得进

一步研究的问题。除了分类问题上的应用之外，同伦理

论在其他非厄米拓扑问题 [68-71]也发挥了重要作用。

同伦理论还为理解存在临界点的系统提供了更深

的见解。Yang等的研究 [30]利用同伦理论提供了一个系

统的分类框架，这不仅揭示 PT 对称系统中 Abelian和
non-Abelian 相的存在，而且对简并点的拓扑结构提供
了深入的洞见。此外，Li 等 [72]在他们的工作中，使用

代数拓扑方法，对非厄米系统中的对称性保护简并点进

行了系统的分类和探索，对称性保护的简并点并不是简

单消失，而是可能合并成更高阶的简并点。

图 3. B2 能带编织结构。图中显示的圆盘是复能量平面，有
两个谱点。k 是 Bloch 动量，k = 0 和 k = 2π 是动量空间中
两个等价的点。

同伦理论在非厄米系统分类问题上的应用还处于

初步探索阶段，还有许多问题亟待解决。虽然在厄米系

统中可以很自然推导出类似的 Bott 周期表。但是在非
厄米分类问题上这个问题更为复杂，通过同伦理论推导

出 Bernard-LeClair 38类周期表依旧在探索阶段。除此
之外，探索基于编织群 BN 的非阿贝尔拓扑不变量，例

如定义基于能带交换路径的编织绕数，量化不同维度临

界点的纠缠强度，也是值得深入研究的方向。

E. 非厄米趋肤效应与广义布里渊区理论

在传统凝聚态物理框架中，Bloch 定理通过将晶格
系统的波函数分解为平面波与周期调幅函数的乘积，成

功地将周期边界条件下的能带结构约化为 Brillouin 区
内的动量空间解析形式。然而，非厄米系统的本征值复

化特性与边界敏感性从根本上破坏了这一理论范式。当

系统处于开放边界条件时，其能谱和本征态展现出与周

期边界条件完全不同的拓扑特征 [22-23]。

为重构非厄米系统的能带理论框架，研究者提出通

过解析延拓波矢至复平面 k̃ = k + iκ 来定义广义布里
渊区 [73]，引入变量替换 β = eik̃，其数学形式由非厄米

哈密顿量本征多项式的根分布决定：

GBZ =
{
k̃ ∈ C|βj(k̃)| = |βj+1(k̃)|

}
, (22)

其中 βj(k̃) 表示哈密顿量本征方程的解在复平面内的

模长相位条件。该理论框架揭示了两个核心结论：其一，

OBC下能谱在复平面内呈现开放的弧状分支结构，而非
PBC对应的闭合环；其二，系统本征态普遍具有空间指
数局域化特征，这一现象被定义为非厄米趋肤效应 [74]。

值得强调的是，趋肤效应的存在导致传统体边对应原理

的彻底失效，系统拓扑性质的刻画必须依赖于 GBZ 重
构的体边对应关系。通过 GBZ 重构的能谱与 PBC 结
果存在本质差异，这为理解非厄米系统边界敏感性提供

了严格数学基础 [75]。
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在此框架下，绕数成为表征拓扑非平凡性的核心不

变量，其定义与计算依赖于 GBZ 上的复积分。对于一
维非厄米系统的 Bloch 哈密顿量 H(k̃)，其绕数 W 由

下式给出：

W =
1

2πi

∮
GBZ

d
dk̃

ln det[H(k̃)]dk̃, (23)

该拓扑不变量量化了 GBZ 路径上哈密顿量行列式相位
的累积变化，其非零值直接对应于 OBC 下边界局域态
的存在性。W ̸= 0 系统所有本征态呈现单边指数局域

化特征，局域方向由绕数符号决定。这一性质在 HN 模
型中得到完美诠释，GBZ表现为以原点为中心、半径为
r =

√
tL/tR 的复平面圆环，跃迁参数的不对称性导致

本征态波函数呈现空间非对称衰减，从而在 OBC 下观
测到全谱局域化现象。

考虑非厄米 SSH 模型。设 Bloch 波矢延拓为复变
量 k̃ = k + iκ 对应替换 β = eik̃。本征方程需要满足式

(22) 所示条件：

|z1| = |z2| =

√
ν − γ

2

ν + γ
2

≡ r, (24)

此时 GBZ 定义为：

GBZ =

{
z ∈ C z =

eik

r
, k ∈ [0, 2π)

}
, (25)

该复平面圆环取代传统 Brillouin 区，其半径 r 直接表

征趋肤模的局域化长度 ξ = 1/ ln  r。通过 GBZ 重构的
体边对应关系表明：当系统绕数非零时，OBC 下所有
本征态局域于单一边界，局域方向由 sgn (ν − γ/2) 决

定。当参数满足 ν2 − (γ/2)2 < w2 时，系统处于拓扑非

平凡相。非厄米性 γ 可调控拓扑相变临界点，拓展了传

统 SSH 模型的相图边界。这种拓扑特性已经通过极化
理论 [76]和非平衡格林函数 [77]的方法得到验证。

尽管 GBZ 框架在低维单带系统中取得成功，但是
其在高维多带系统中的推广仍然面临挑战 [79]，因其涉

及复流形上的多临界点分析。高维空间的几何自由度赋

予了 NHSE更为丰富的表现形式，例如二维系统中的角
局域化、三维系统中的铰链或角局域化，以及混合维度

局域化模式，这些模式如图 4 所示。这些现象统称为高
维非厄米趋肤效应，其核心特征在于本征态波函数在实

空间特定几何区域 (如晶格角、边棱)的指数局域化，且
其局域化维度与系统对称性、非互易性分布密切相关。

Zhang 等 [80]提出定理指出：当非厄米哈密顿量的周期

边界能谱覆盖复平面有限区域时，系统将呈现 NHSE。
但该定理仅提供现象学判据，缺乏严格的数学形式化。

图 4. HN 模型的高维拓展。橙色阴影示意性地表示了趋肤模
式的分布。需要注意的是，为了清晰起见，只标明了主要跳
跃。图片取自 [78]。

近期研究尝试引入 Wess-Zumino 项等代数拓扑工具解
释角趋肤模式 [81]，但此类方法仍局限于特定模型。总体

而言，高维 NHSE的普适理论尚未建立，现有成果多基
于个案研究，亟待发展统一框架。

IV. 总结

本文系统综述了非厄米系统对称性与拓扑分类的

理论进展，核心结论如下：通过伪厄米性约束、双正交

量子力学及 Jordan 块结构分析，揭示了复本征值实-虚
二元性对动力学演化的统一描述能力，阐明临界点的代

数奇异性与非厄米趋肤效应 (NHSE)的拓扑起源。基于
Bernard-LeClair 38 类对称性，构建了非厄米系统超越
AZ 十重分类的新范式，阐明伪厄米性、手性对称性与
复共轭/转置操作的耦合效应对拓扑相图的调控机制。K
理论通过幺正展平将非厄米系统映射至厄米框架，实现

陈数等拓扑不变量的继承；而同伦理论通过能带编织结

构与复流形形变分析，揭示 Zm 型弱拓扑相与临界链的

普适分类规则。HN 模型与非厄米 SSH 模型分别作为
NHSE与能带奇异性的范例，验证了广义布里渊区理论
对体边关联的重构能力，为拓扑边界态的主动调控提供

理论依据。

当前非厄米拓扑分类主要集中于低维系统 (一维
链、二维晶格)，其理论工具 (如广义布里渊区理论、绕
数计算) 在三维及以上维度面临更多的复杂性。针对 K
理论的分类方案，考虑结合晶体对称性通过投影表示与

BL对称类耦合，可能导致原有 38类的进一步分裂，由
此发展晶体对称性约束的 Clifford 代数扩张，生成新的
代数约束条件。而针对编织结构，提出基于编织群 BN

的非阿贝尔拓扑不变量，例如定义基于能带交换路径的

编织绕数，量化不同维度临界点的纠缠强度，其非阿贝
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尔特性可解释混合局域模态的稳定性。除此之外，建立

高维 NHSE的普适理论需突破低维体系的思维定式，如
高维复流形与广义布里渊区的重构，高维 NHSE的拓扑
不变量以及对称性保护的 NHSE局域化，形成可拓展至
任意维度的数学物理范式。

虽然理论模型已经预测了许多非厄米拓扑现象，但

实验验证仍处于早期阶段。设计和进行实验以在物理系

统 (例如光子或声学装置) 中观察这些现象，对于验证
理论预测至关重要。

附录 A 具有正定 η 的伪厄米哈密顿量转化为

厄米哈密顿量

如果我们已知一个伪厄米系统正定的伪度量算符

η，我们可以通过将哈密顿量进行相似变换，将其转化

为一个等效的厄米形式。这种方法有助于理解非厄米系

统的实本征值结构，并提供一个等效的厄米系统视角。

由于 η 是正定的，我们可以定义一个新的算符 S，

使得 η = S†S。这样的算符 S 总是可以找到，过程如

下：

由于 η 是正定的，可以将其分解为

η = UΛU †, (A.1)

其中 U 是酉矩阵，Λ 是一个包含 η 的正本征值 Λi 的

对角矩阵，即 Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λn)。构造一个新的
对角矩阵

Λ
1
2 = diag(

√
λ1,
√
λ2, · · · ,

√
λn), (A.2)

其中每个对角元素都是原本征值的平方根。定义

S = UΛ
1
2U†.

可以验证 S†S = UΛ
1
2U †UΛ

1
2U † = UΛU † = η。除了本

征值分解的方法，也可以采用奇异值分解方法找到满足

条件的 S。

得到 S 之后，我们可以构造一个等效的厄米哈密顿

量：

H̃ = SHS−1. (A.3)

计算 H̃：

H̃† = (SHS−1)† = (S−1)†H†S†.

利用伪厄米性条件 H† = ηHη−1，以及 η = S†S，可以

得到：

H̃† = (S−1)†ηHη−1S†.

由于 η = S†S，有 η−1 = S−1(S−1)†。代入后得到：

H̃† = SHS−1 = H̃. (A.4)

因此，H̃ 是一个厄米算符。通过这种相似变换，我们将

一个伪厄米哈密顿量 H 转换为等效的厄米形式 H̃。在

新的表示下，系统的本征值和本征态结构可以通过厄米

哈密顿量 H̃ 来描述，从而确保本征值为实数。在等效厄

米形式下，分析系统的谱和物理性质更加直接，因为 H̃

满足厄米条件，可以用标准的厄米算符方法进行分析。

附录 B 开放边界条件下 HN 模型能谱推导

在开放边界条件下，Bloch 定理不再适用，需要引
入广义的波函数形式：ψn = βn，其中 β 是一个待定的

复参数。将哈密顿量作用在该波函数上，代入 ψn = βn，

得到 Eβn = tRβ
n+1 + tLβ

n−1，两边同时除以 βn 得到

E = tRβ + tLβ
−1。这是关于 β 的本征方程，连接了能

量 E 与复参数 β。将本征方程整理为关于 β 的二次方

程：tRβ
2 − Eβ + tL = 0。解得：

β± =
E ±

√
E2 − 4tRtL
2tR

, (B.1)

容易验证 β+β− = tL/tR。

在开链长度为 N 的情况下，波函数需要满足边界

条件 n = 0 处：ψ0 = 0，n = N + 1 处：ψN+1 = 0，假

设通解为：

ψn = Aβn
+ +Bβn

−, (B.2)

利用边界条件：

1. 当 n = 0 时，ψ0 = A+B = 0 ⇒ B = −A，
2. 当 n = N +1时，ψN+1 = AβN+1

+ −AβN+1
− = 0。因

此 βN+1
+ = βN+1

− 。上式可写为：(
β+
β−

)N+1

= 1 ⇒ β+
β−

= e
i2πm
(N+1) , m = 0, 1, · · · , N.

(B.3)
由于 β+β− = tL/tR，且 β+/β− 的模为 1，说明 β+ 和

β− 的模相同：

|β+| = |β−| =

√∣∣∣∣ tLtR
∣∣∣∣.

由上述分析可知，β 的模为固定值：

|β| = r, r =

√∣∣∣∣ tLtR
∣∣∣∣.
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这表明 β 的取值落在复平面上以原点为中心、半径为 r

的圆上，β 满足 β = reiθ，θ ∈ [0, 2π)。将其代入本征方

程：

E = tRβ + tLβ
−1 = tR(reiθ) + tL

(
1

reiθ

)
= tRreiθ +

tL
r

e−iθ (B.4)

由于 r =
√
|tL/tR|，可以进一步简化，得到当 tR > 0，

tL > 0 时：

E(θ) = 2
√
tRtL cos θ. (B.5)
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Abstract: Recent years have witnessed groundbreaking developments in non-Hermitian sys-
tems, which transcend the framework of Hermitian operators in conventional quantum mechan-
ics to reveal new physical laws inherent in complex eigenvalues and non-Hermitian symmetries.
Unlike Hermitian systems, non-Hermitian systems achieve unified description of dynamical evo-
lution through the real-imaginary dual structure of complex eigenvalues, manifesting unique
phenomena including exceptional points, non-orthogonal eigenstates, and the non-Hermitian
skin effect (NHSE). These distinctive properties originate from the non-Hermitian nature of
their Hamiltonians, such as pseudo-Hermiticity constraining real spectra, the separation of
algebraic-geometric multiplicities in Jordan block structures, and the generalized Brillouin zone
theory reconstructing bulk-boundary correspondence. Prototypical models like the Hatano-
Nelson model and non-Hermitian Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model demonstrate nonreciprocal
hopping and topological responses in complex energy spectra, providing paradigmatic plat-
forms for understanding NHSE and energy band singularities. In symmetry and topological
classification, non-Hermitian systems extend the traditional Altland-Zirnbauer tenfold classi-
fication to the 38-fold Bernard-LeClair symmetry classes, encompassing pseudo-Hermiticity,
chiral symmetry, and combined conjugation-transposition operations. Topological classifica-
tion progresses through dual approaches: K-theory mapping to Hermitian frameworks and
homotopy theory analyzing deformation characteristics of complex band manifolds. Future
challenges involve developing universal theories for high-dimensional systems, elucidating crys-
talline symmetry impacts on classification, and implementing experimental platforms, ulti-
mately advancing applications in open quantum systems, nonequilibrium physics, and novel
device engineering.
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